
SOBRE ALGUNOS PRINCIPIOS ELEV1ENTALES 

OE ~OMOGR~FÍA 

POR 

M. M . d'Ocagne (*). 

(Tomado de La Naturuúza de Madrid, de 18 de Agosto de 1901) 

Los principios de N omografía aplicables con mas frecuencia a la representa.cion aco· 
tada de las ecuaciones de t res o cuatro variables,podrian figurar, como aplicacion de uti­
lidad, ·en los cu rsos elementales de jeometrín. analltica (**). Los espondremos aquí desde 

este punto de vista,r·emitiendo a los lectores que de~een conocer s u tt>oría jeneral al Tra.· 
tado (***),donde hemos considerado la cuestion con toda la amplitud que exije, no so­
lamente para las ecuaciones de tres i de cuatro variables, que son con mucho las mas fre­
cuentes en la pníctica, sino tambien para las ecuaciones de un número cualquiera de 
variables. 

J. - SISTEMAS Dr•: ELEMENTOS ACOTADOS 

1.0 Elenwntos de u ne' cota. - Si se representa sobre un plano un sistema de elemen­
tos jeoméLricos que dependen de un paní.metro, i !*l inscribe al lado de cada uno de ellos 
una cota igual al valor de su parámetro, se obtiene un sistema de elementos de 
una cota . 

. ( 0 ) JJullelin. des &ienees ttwthém., !egund~ série, tomo XXIV; Diciembre, 1900. 
( .. ) • obre la ut ilidad de esta introduccion, puede verse lo que dice M. J . Tannery en su análisis 

de, Tratado que se cita" mas abajo. (Bullet. des&. math., segunda sór ie, tomo XXTII, páj. 176.) 
(• • • ) T raité de Nonwgraphie CParis, G .. uthier-Villars, 189!1). Este libro se designará en el presente 

artículo con las letms T. N. El setior F . Schilling, profesor de la Universidad de Giittiugen, ha publi­
cado, en alematt, un resúmen del Tratado con el título Ueber die N onwgmphie von M. d' Ocagn,e (Lei­
pzig, Teubnerg, 1900. 

(~00) En los Nouvelles A n11ales ~ 1 884 ) hemos consagrado a estas coordenadas un estudio detallado 
reproducido mas adelante en nue~tro folleto Coordenadas 1Jarulela8 y azi.alu (Pari~, Gauthier--Villartt, 
1885), miéntras M. K. Schwering publicaba eobre el mi~mo a.~uuto su folleto Theorie und Anwendu11g 
der Linien-coordinatm CLeipzig, T eubner, 1884). Para lo estrictamente neces."\rio en las aplicaciones 
nomográficas, véase 1'. N . 
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E stos elementos pueden de fini rse, sea acudiendo a las coordenadas puntuale.s por 

una ecuacion de la forma 

F (x, y , a)= O, 

sea acudie ndo a las coordenadas tnnje ncia les por u na ecuacion n e la forma 

F (u, v, ~<)=O. 

Les llamaremos e lementos"· Es claro, por otra par te, r¡ue sólo estarán representados 

los elementos correspondientes a a lg unos valores particulares de a, escoj idoa de pre feren­

cia en progresion aritmética, i tA.mbien que estos valores estarán todos comprendidos 

entre ciertos límites definidos por las necesidades de las a plicaciones que se t ienen e n 

cuenta. 

L!\S coordenad as pun tua les x e y serri.n casi siempre coordenadas car tesiauas rectan­

guiA-res, i las coordenadas tanjenciales t t i v , coorclenadas paralelas (*"'**), cuyo empleo 

es sensiblemente mas cómodo en este j énero de aplicacion que el de las coordenadas 

pi u ckerianas. 

Los elementos de una cota toman la forma mas sencilla cunn1lo IR. ecuacion F = o 

es lineal , ~ea en x e y, sea en u i v. En el primer ca>.o, se obtiene un sistema de ?'evlcts de 
una cola tanje ntes a una línea que se denomi na su envolvento; en el egundo, un s is­

tema de puntos de una coltt d istribuiJos sobre u na línea que se llama ::; u opo1·te. La 

envolvente se reduce a uu punto, o e l sopor te a una. recta , cuando la ecuacion F= o no 

e ncierm a mas que en mm cie rta funcion con relacion a la cual es lineal; es decir, cuando 

F = o toma la formn. 

siendo Ft i F~ funciones lineales de:¡; e y o de t L i v solamente. _ 

U n sistema de p un tos de una cota toma el nombre de escnlct ?'ectilínect o de e.qcalr.L 
cu?·vil ínea, segun la naturalez•t de >' 11 >'Op 11 rl c. 

2.n Puntos de clos cotus.-Uu si,.;te1n 1 .¡,. cle 11 le 11 tus j eométricos de dos pfu t\metros, 

dará un sistema ele elementos de dos coltt8 cuando estos eleme ntos sean susceptibles de 

un cierto modo de representacion e n el plano. l'ero semejante representncion no será 

j eneralmente posible, segun se desprende clar amente de la siguiente observacion : Si se 

da ·a ·uno de loe parámetros ub valor fij o i se hace varia r el otro, se obtiene un sistema 

de elementos de una cota que puede se1· representado en e l plano; pero si se construyen 

as( todos los sis temas correspond ientes a los d iferentes valores pa rticulares que conviene 

atribuir al prime r pa rá.metro, cst.os di versos sistemas, super poniéndose unos a otros, for­

mará n un enredij o de líneas absoiulamente incomprensible, a no ser en Jos casos que 

vamos a examina r i en estos casos solamente. 
En primer lugar, s i los elementos de que se t rata son puntos, cada uno de los siste­

mas de una cota qne acabamos de considerar contie ne tan solo ·puntos sit uados sobre un 

cierto soporte, i los diversos soportes que corresponden a los valores par ticulares del pri· 
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mer parámetro, pueden coexistir en un mismo plano; de nqni la posibilidad de repre ­

. sentar un sis tema de puntos ele dos cotas. 
Sea 

la ecaacion t1\njencial qne define estos puntos. Dando a uno de los panimetro~. u o u', 
un valor fijo i haciendo variar al otro, se obtienen puntos situados sobre una misma línea 

{") o ('•'). Estos dos sistemas de líneas (r< ) i ("')forman una 1·ed, en la cual el punto (a, 
u') es el que se eneuent.ra en In interseccion de las líneas (a) i (a' J. 

3.0 Líneas condensadas en dos cotWI. - Cuando los clementf)s (u, r/) no. son puntos 

sino Hneas, es nece~ario, para que puedan coexi~tir en el plano, que los s iste mas de ele­

mentos de una cot;\, correspondientes a los diferentes mlnres particulares atribuidos a 

uno de los parámetros, coincidan todos en cuanto a la forma i disposicion de las líneas, 

difiriendo uno de otros solamente en las cotas: a cada línea co1Tesponde1·á una cota 
dije1·ente en cada ttno ele los si.9temcts. Esta circunstancia se produce únicamente cuan­
do en la ecuacion que define los elcmento;;:considerados, se pueden reunir bajo un mismo 

signo de funcion, es deci•·, cuando esta ecuacion es de la forma 

F [x, y, 8 (", u')) = O. 

En efecto, entónces coinciden todos los elementos (fl, a') correspondientes a aquellos 

pares de valores a, rl pam los cuales lr1, funcion 8 (a, a') tiene un mismo valor t ; i e l 

conjunto de todos los elementos (a, u') se reduce un sistema de elementos de una cota 
(t); pero a cada uno de estos elementos (t) con-esponde a una infinidad de pares de valo­

res a i a'. E ntónces se dice qnf' los elememos (",u') estan condensado8 en los elemen­

tos ( t). 
¿Cómo podremos en este caso rep1·esenta r los di ferentes pa res de valores de los pa 

rá.metros u i rl que corresponden a cada elemento (t)? Por el siguiente sencillo procedi-
1 ~ ) h ,j ¡ 

miento, tracemos a traye.s del haz. de líneas (t) definidas por la ecuacion (*) 
' A ~ lt 4 ..a ) 

F (x, y, t)=o, ( \ . ) -
un haz de lineas cualquiéra; qtie harem o!!" depen- 1 • 

der de uno de''lo plmí.dictros··a _p01 ejempi'O, por 

medio de una ci€'r'taécuacion 
.' (\:.) ]f 

l~ (11;~ y,,'lJ.)=O. 

( 0 ) Si se trata de elementos definidos en coordenadas tanjenciales, se puede siempre, para resol­
ver este problema, tomar su ecuacion en coordenadas puntuales, deduciéndola por el procedimiento 
conocido de su ccuacion tanjeucial. 
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S1 fijamos ahora nn cierto valor de a', i consideramos todos los par~s de valores 

((,JJe~pondientes de i t que resulten de la ecuacion 

8 (u, •l)=t, 

vemos qnc los puntos de interscccion de las linen!' (t) i ('t) correspondientes se encontra­

rán sobre una linea cuya ccuacion 

o/ (x, y, '/)=O 

resultn. de la elimin11.cion tle '' i l entre las tres últimas ecnncione!', i que podrá tener por 
cota el valot· atribu ido a •l. Haciendo vRria r este valor de u.' se obtendrá un haz de líneas 

( 1t1
) definiu0 por la última ccuncion, el cual, en union del hnz de líneas (a), escojido arbi­

trariamente, dn a conocer los diferentes pares de cotas correspondientes n lns lineas del 
si~tema (f) (fig. 1 ). 

El conju nto de los haces a i rl form:~ enttint:c>s una rcrl que puede llnmnrse lat•edde 
cotas del sistema (tl, i ve rnos que eL cada elemento contlcn.sado (t) cm·reaponden los 

pat·es ele vr.dm·e11 de todcs aqu.ellos puntos de ln t'e(l ('', •/), 1>m·lo-s ~;uules pa$a este ele­
Tnento. 

Si los e lementos condensados (t) son recta!! paralelas, su conjun to, la red de cotas 

inclusive, constituye lo que se llama una escnlu binat·ia. 
4.0 Hcctas ele aós cotas. Oobles envoluettles.-Los elementos que acnbamos de exa­

minar son los únicos susceptibles de reprcsentacion pennnnentc en el plano¡ pero la 
introduccion de sistem11.s mov ibles pe rmite estcnder e l campo de e lementos de dos cotas 

u ti lizables en In construcciou de tíbacos. Se concibe, en e fécto, que los elementos de un 

sistema de J os coLas pueden obtenerse en ciertos casos, sea acudiendo n desplazamientos, 
definidos por dos panímctro ·,de un plano que rc~bala sobre el primero i en el cual se ha 

trazado una sola línea, sen acudiendo a despluzamicu Lo~, tlcfi nidos por u u solo pnrámeLro, 
de este mismo plano i trazando en él un sistema de - líneas. }.imitándonos a l caso mas 

sencillo i mas inte resante a l mismo tiempo dt!sde el punto do vista práctico, es claro que 

!!i los elementos de doble cota son rectas, podremos enjendrnrlos po1· medio de una sol!\ 

recta movible. Sen, pues, 

X f (rt, a1
) + Y'P (u. , a1

) + y/ (a, IJ.' ) = O 

In ecua.cion de una recta ele dos cotas. Si se da a. a un valor fij o i se hace variar a', las 

rectas correspondientes determinan una envolvente que puede acotarse por medio del 
valor atribuido a a. Haciendo variar este valor, obtendremos el sis tema de envolventes 

(tt). Definiremos de la. misma manera el sistema de envolventes (r/). La recta de dos 
cotas(u, a' l seráent6ncesuna tanjmte comuna las envolventes (rt) i (u.'). 

Se ve que este sistema de recta.<> de dos cot1~ es exactamente correlativo del que se 

ha considerado en el número 2 para los puntos de dos cotas. Sólo que aquí la recta (a, a') 
no existe en estado 'pcrmnnente en el cundro: como sucedía con el punto (rt, a'): está de­

. nnida por sus en volventes (t, i a', i cuando nccesitemo~ de ella tend remos que trazar la 

tan jente comun a~estns dos curvas, tanjen tc qne pnf'dc. estar constitu ida por una recta 
trazada soure un plano Ltasparente o por un hilo tirante. 
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Es evidente, a p1-iori, que los modos de r epresentacion fundados e n el empleo dt 

elmentos de dos cotas todos ilistintos [11ue pnicticamente no serán, en j enera.l , mas que 

puntos (núm. 2 ), o rect>\S (núm. 4)), tendrá n mucha. mas j enera lida.d que los que hacen 

in tervenir solamente e lementos condensados. 

' !l.-TIPOS DE ÁBACOS DE T IIES 1 CUATRO VAit!A13LES 

5.0 Abacos p tmltutles de t1·es vm-ietble.s.-Ln relaeion de 

posicion mas · sencilla que puede establecerse ent re t res 

líneas definidas en el dom inio puntual, consi:;te en que 

pasen las tres por el mismo punto. De ahí e l tipo jc nera l 
de ábaco puntual de tres variables (fig. 2). Considet·emos 

los t res sis temas de lineas de una cota definidos respec­
t ivamente por las ecuaciones. 

(l) 

(2) 

(3) 

FIG. 2 

Si t res líneas tomauas respectivament.e e n estos i te mas pasan por un mismo pun­

to, las cotas correspondiente:; cstan ligada por la ecnacion 

( JiJ) 

obtenida por b eliminacion de x e y entre la<; tt·cs ecuaciones correspondientes. 

· Toda ecuacion e nt re t res variables puede repre. entarse así de una infinidad de ma­

neras. Se ve, en e fecto, que dada la úl t ima ecuacion, pueden elejirse arbitrariamente dos 

de las precedentes, ( 1) i (2) por ejemplo; la tercera resul ta entóncc · de la elimioacion de 

,u , i tt entre ( 1), (2) i (E). 

Será posible siempre constituir dos de los sist emas acotados pot· medio de rectas, i 

aun por medio de las rectas X= "u y=''"' que defin en una cuadrícula regular, a traves 
de la cual se tmzan lns curvas '(11 3 ). Pr!Í.ctica mente, la e leccion de los el os primeros s iste ­

mas ostá sujeta a la condicion de conduci r, por la eliminacion indicada mas arriba, a un 

tercer sistema 1·eal, i, por otra pa rte, en esta e leccion nos guiaremos por la conveniencia 

de obtener, en los t res siste mas, las líneas acotadas mas sencillas f)U e sea posible. Est e es 

uno de los principales objetos de la Nomografía. Es claro, especialmente, fJUe siempre 
quu :;ea po:>ible de beremos l i mitarno~ al empleo t'sclusivo de recta.s acota<\>U!. Nada mas 
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fácil que formar el tipo de (a¡¡ ecuaciones representables por tres sistemas de rectas de 

una cota; las ecuaciones (1 ), (2) i (3) toman, efectivamente, en este ca.<>o, la forma 

(1') 

(2') 

(3' ) 

i la ecuacion ( E) se con vie rte ei1 

1 
f 1 ( '-' 1) 11' 1 (u 1 ) 'h ( '11) 

) 
(E') f z (a2) 'P2 ('-'~) 'fz (az) =O. 

l fa (aa) 'f:¡ (a 3) o/ :) ('13) \ 
1 

Entre las ecuaciones que comprende este t ipo j enet·al, las que mas a menudo se 

encuentran en la práctica son las de la forma ("') 

( 1") 

(2") 

(3") 

Se ve q ue estan representadas por las sistemas de r ectas de una cota 

y= ~t>2 (az), 

xfl (a3 )+Y'P3 (a:¡)+o/' s (a;~);O. 

Contentémonos con observar aquí que, dado un ábaco de rectas acotadas, es posible 

ha~erle sufrir la tt;asformacion homográ fica mas j eneral, conservando las cotas de las dife­

rentes rectas q ue le constituyen. Como semejante trasformacion depende en el plano, de 

ocho pará metros, se pued e juzgar a p1·iori de la elas~icidad que con ella se introduce en 

la construccion de á bacos, penn i t~end~ adoptar en , e llos las llispos~ciones mas venta· 

josa!i (**). 

Observemos, por otra parte, que aun cuando en la práctica es j eneralmente fácil 

asimilar una ecuacion dada a uno de los tipos j enerales indica<los mas arriba, hai interes 

en definir-los caracteres ana líticos que pe rmi ten determinar a p1·iori la posibilidad de 

semejante asimilacion. Esta cuestion entraña problemas puramente an.alíticos que no 

carecen de in teres ni de dificultad. 

( Continua1·á). 

( 0 ) Yéanse diferentes ejemplos de ecuaciooe~ d~: esta clase: 1'. N. , cap. II, § Il. 
¡o•) 1'. N. n(tmt~rull 49 i 50. 


