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Calculo de losas cruzadas continuas

Trabajo presentado a las Cuartas

Jornada de Ingenieria Estructural

por el lng. Alex Tripolsky,

f) Exposici6n del metodo propuesto por el autor del presente rrabajo

La teor ia del calculo de las losas continuas por el rnetodo de los grades
de ernpotrarniento tratada en la forma expuesta anteriorrnente, tiene como

efe to u poca claridad de de un punto de vi ta Iisico: adema el calculo de

la rigide e, de 10 coeficientes de transporte y de los momentos, es suma­

mente largo, aurnentando la po ibilidad de errore nurnerico en las Iorrnu­

las de fin i ti vas.

Vamo a intentar ahora tratar el mi mo problema en otra forma.

Para en tender mejor la idea, plantearemo prirnero el concepto de los gra­
dos de empotramiento aplicado al calculo de una viga continua.

En la Fig. 14 tenemos una viga continua de cinco tramos, que e tei car­

gada en el 3.er tramo .

..

.. A .·C

Fig. 14

E tudiernos los valore de 10 momento en los apoyos de esta viga.
Tratando este problema por el rnetcdo de la Iuerzas, podemos adoptar

como sistema basico el si terna hiperestatico Iormado por 10 trozo de iga
continuas adyacentes al tramo en estudio que re ultan de cortar el sistema

en los apoyos 3 y 4 separando a i la viga continua en las tres secciones A, B Y C.

Para re tablecer el equilibrio del sistema aplicaremo en los cortes los

mementos desconocidos -x.. y -x».
E cribiendo en la Iorrna corriente las ecuaciones para determinar las

inc6gnica «Xl» y «X2" se tendra:

o l� x, + 0 l� X2 + {, l� -
- 011 x. .

o l� x, + {, 2� X2 + 02g = - 0 2� X2•

(63)
(64)
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Las ecuaciones (63) y (64) representan la condici6n de igualdad de las ro­

taciones en los apoyos de la viga cargada con los corre pondientes de los tramos

descargados en estos mismos puntos.
Los valores de «OB» pueden deterrninarse facilmente y dependen solarnen­

te de las caracteristicas elasticas del tramo y de la carga exterior aplicada.
Los «Ol�» y «02�» son los angulos de rotaci6n de las vigas continuas «A» y

«C» bajo la acci6n de las cargas X, = 1 X2 = 1 aplicados en los puntos
3 y 4 respectivamente:

Designando por rigidez «S» el valor del momento aplicado en el apoyo
que produce una rotacion en el igual a la unidad, se puede ver que los «O�l»
y «02�» corresponden a los valores inversos de 10 valore «5»,

Por 10 tanto podemos escribir:

1
(65)A

. . . . .

1
(66)c

. . . . .

OA =

11

rC _

(j
2'l

-

La definicion del grado de empotramiento, como ya vimos, es

�S
f= � S + Smax

y despejando «� S» se tendra:

� S =

f
Smax (67) 0 � 0 =

1-f
1-f

. . . .

f Omin

De la ecuacion (67) podernos deducir que tomando un cierto grade de empo­
tratamiento «I» para un lado de la viga fijamos con esto exactamente la suma

de las rigideces de los elementos contiguos �S, que es motivo del grado de em-

potramiento, como parte porcentual segun el factor
f

de la rigidez maxi-
1-f

rna de la viga considerada, 0 a la inversa; fijada la rigidez �5 puede obtenerse
el valor de «I»,

Aclarado esto es muy Iacil deducir la formula del coeficiente de trans­

porte del memento en funci6n de «I».
Si tenernos una viga (ver Fig. 15) «AB» cuyo lado «B» esta cargado con

el momenta «1\1B», en el lade
«A» obtenemos como 011-

secuencia de =[;» un ierto
rnomen to «M ...

'"

EI grade de empo trarnien­
to -i,» puede ser reemplaza­
do por el efecto de una viga
imaginaria «I» (dibujada de

pun tos) cuya rigidez sea

igual a:

. 4 E
1-fA

I

I
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La de£ormaci6n angular «011 J/I debida a los sectores .. r" y «II» sumada valdra:

1·1 (I-fA)
o 11 =

3 E I
+

4 E I fA
por ]0 tanto tendrernos para ¢ MA»

s 1
YOlO = -

6 E I

M -

- A
- = + i\1a . • • • • •• (68)

EI giro del apoyo del lado «B» correspondiente al momenro «Ms)' sera:

MB 1
98 = +

3 E I
-

Ms I

6 E I
= +

(3 + t, ) E I

que para CPa = I da el valor de M, = S8
I

So = + ( 3 + t, ) E -, (69)

Volviendo a la definici6n de los mementos «Xl" Y «X2" de las ecuaciones

(63) y (64) cuyos coeficientes son:

1

6EK yen que K =

I

[

El angulo de rotacion de la viga simplemente apoyada, para carga exte­

rior expresada ,en funcion de los momentos de empotramiento perfecto «G»,
puede escribirse:

r8 __
"10 -

2 C.34 + C43

6K

} los valores «O�l }) y «O�2 » en funci6n de los grados de empotramiento «f34"
y «f43» seran :

y
c

022 =

4 E l{ f43
ecuaciones (63) y (64)

2 C34 + C43

1

6K

su tituyendo estos valore

(1 -f34) ]+ X1+
4 l(f34

x. + [ 3 \( +

en las obtendrernos:

1

6K

(1 - f43) ]4 Kf43

X2=
6 I{

+ 2 C43

6 1(
. . . .. (64a)

cuya resolucion nos dara

1

. . . . . . (70)2

4 - (1 - }.34) (1 - f4.3)

X2-
. . . . . . . (71)
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Las ecuaciones (68), (69), (70) y (71) son las misrna obtenidas pOl' el

prole or Hickerson para el caso de las iga.
Hay qu·e mencionar aqui que el coeficiente de transporte tarnbien pue­

de ser obtenido directamente de las ecuaciones (63) y (63a) igualando X 2= MB
Y tomando la carga exterior igual a cero.

Con e to no evitamos en el ca 0 de la 10 a tener que seguir un largo
desarrollo tal como 10 ha e Hickerson en el caso de las vigas y podremos ob­

tener de un solo sistema de ecuacione , del tipo de las (63) y (64) para cada
valor de la relacion de lados «In», todo 10 coeficientes que no interesen:
«S», «�I»� y «C.O.» (coeficiente de transporte) inclu endo tarnbien 10 momen­

tos de borde expresados en funci6n de los «J» y ,,'PO».

La exposi i6n an terior irve de paso, ademas, para aclarar la re­

laci6n que existe entre 10 coeficientes establecido pOl' Hickerson en el calcu-
10 de viga , con 10 elemento Iundarnentale definidos en el metodo general
de la fuerzas.

Como podemo vel', la aplicacion del metodo de los grados de empotra­
mien to nos ofrece la posibilidad, tabulando todos los coeficientes, de sim­

plificar mucho el calculo pra tico de estructura complicada, cuya Irecuencia

puede justificarnos el trabajo de tabulaci6n.
Es intere ante llamar la atenci6n que 10 conceptos generales Ii jado an­

tes y que definen 10 valor e «», «[» y «C.O.» pueden aplicarse a todas las
estructuras rectas, curva , en el espacio 0 en el plano, con ecciones cons­

tante 0 variables elasticamente empotrados e indesplazables.
Volviendo al calculo de 10 a vamos a aplicar ahora la teor la expuesta

anteriormente para el e tudio del caso de la 10 a cuadrada.
En la figura 16 vemos

una 10 a cuadrada «B» 1'0-

deada por losas « », «A'».

«C», «C'». Separernos la 10-

sa considerada de las veci-
nas por medic de cortes

hechos a 10 largo de los

apoyos y apliquernos en

las separaciones 10 mo­

mento por deterrninar

M', M" Y 1\1'" cuya for­
ma y direcci6n para la 10-
sa «B» estan definidas se­

gun Ia Fig. 9.
Para las losas vecinas la

accion de 10 momentos se

toma en entido opuesto al
de la losa «B».
Considerando las defer­

maciones angulares del la­

do «a» de la losa «B» en

los punto (a), (1) y (2) po-
(15), (16) Y (17):

s

® -c

co -

>

I

.3 �
b

-

®
Q.

.

2-

f
.

2

�

®

T

d,

e'

Fig. 16.
demos escribir, aprovechando las ecuaciones
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,

Punto (a) ,

+0.980 Ma' +0.333 Ma'" +0.186 M�' +0.287

+ 0.287 Md' + 0.067 M," - 0.014 Md'" +
2krr
a a

Punto (1)

+0.849 Ma'+0.433 Ma" +0.161 Mb'+0.009 Mb"+0.344 Me'+0.129· Me"­

-0.045 Me'" +0.196 Md' +0.030 Md" - 0.004 Md'" + 2k1l'
91°=

2k1l'
91B

a a

Punto (2)

+0.849 1\1a'-0.433 1\1a" +0.161 Mb'-0.009 Mb" +0.196 iVlc' +'0.030 Mc"­

-0.004 ]\11/1/+0.344 Id'+0.129 Md"-0.045 M/"+ 2k1l'
920 =

2k1l' 92B
a a

Estas tres ecuaciones son analogas a la parte izquierda de la ecuaci6n (63).
Los angulos 4'

a'
q> 1 Y 92 de la losa «B» tienen que er igual a los de la losa

«A» con signo opuesto.
Es decir:

� B
- 'I' A

a a

'l' B 9
A

1 1

9 B <pA
2 2

Las deformaciones angulares de la losa «A» tienen la forma siguiente:

9/ = 4'a' ]Via' + <Pa" Ma" + 'l'a'" Ma'" (72)
CPt = 'l'l' M�' + '1'1" Ma" + "'1,/1 Ma'" (72a)
YZA = 92' M a' + CP2" M a" + <ez'" M a''' (72b)

formulas en que «Cf» repre enta el angulo de rotaci6n del borde «a» de la

losa «A» que proviene de la acci6n de momentos unitarios «. Ia:' en 1a losa em­

potrada ela ticamente en sus tre lados «b'», «c'» y «d'».
Suponiendo, como ya fue dicho anteriormente, que las deformaciones an­

gulares debidas a la actuaci6n de los mementos unitarios tienen Ia misma dis­
tribuci6n que ello , el nurnero de 10 «9» desconociclos se reduce a tres, ya que

Introduciendo el terrnino de rigidez «S» ya definido ante, los tre valores

�9» que quedan pueden expre ar e pOl' medio de 10 valores «S» corre pondientes.

,

'1'" =

1 0.866 1

5'A 5"A
if) III _

T. -

5'" A

formulas en que S', S" Y S'" corresponden a la acci6n de los mementos segun
las armonieas: fundamental, segunda y tercera, en el borde «a» de la losa «A».

El hecho de tener tre valores para «S» nos obliga a considerar tre valo-
res para los grados de emnotramiento «[» calculados a ba e la iguientes
f6rmula :
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0=======================================================

5'A 5"A 5"'A
f ' - f /I f /I'"

-

5' + 5' a =5"A + 5"
a =5'" + 5'"

.
A max B max B .A mnxB

Los factores que influyen en el valor de «$» son tres:

I) Espesor de la losa.

2) Relacion de los lado «rn».

3) Grados de ernpotramiento de los la los opue tos.

Analizando estas influencia una a una se puede llegar a la conclusion que
la importancia decisiva la tiene solamente el primer factor, el espesor de la

losa, que afecta por igual a todos los «S», porgue los otros dos solo afectan
en forma sen ible el valor de eS'».

Tomando varios valore de «m» (0.50 a 2.0) y varios grados de empotra­
miento «[» y alculando los «S» se obtiene:

2k� 2k�
5' = de I: hasta 1.568

a a

2k� 2k�
5" - de 2 ._-- hasta 2.262

a a

2k� 2k�
5'" = de 3' hasta 2.810

a a

y las posibles variaciones de «f» para las losas de igual espesor son:

f' - de 0.389 hasta 0.553

f" - de 0.470 hasta 0.506

f'" - de 0.493 hasta 0.516

Hay gue mencionar aqui que los valores de «[» son calculados tomando en

cuenta los valores maximos y minirnos posibles para «S» (fb = f; = fd = 1

Y fb = fe = fd = 0), condiciones gue en la practica no existen, porque los

limi tes practice on mas e trechos.

Todo 10 expresado anteriormente nos perrnite, sin perjudicar la exactitud
del calculo, lirnitarnos a un solo valor de «[» calculado a base de la rigidez
«5'» y tomarlo igual a «1"» y «[": es decir, tomar j=f·

Esta suposicion nos simplifica muchlsirno el calculo, limitandonos al es­

tudio de un 010 valor de $=$'.

El error que se comete con la simplificacion antes anotada para «/"» y

«[?» es, en los casos corriente s de 0.02-0.03; por 10 tanto, tornando en cuenta

la irnportancia secundaria de M" y M'", estas dilerencias casi no afectan los

valores defini tivos de «M».
,

'Volviendo a nuestro problema y aprovechando la formula (67) las ecua-

Clones (72, 72a, 72b) pueden escribirse:

I

I-fa
M,' +

I-fa
M 11/ (73)q>uA - +

fu5'maxB f 5'"
a

a max I3

91A + 0.866
1 =r !»

M,' +
1- fa

Ma'l (73u)- 0.866 .

f",5'maxB fa 5"max B
•

1 -fa 1 -fa
q>2A + 0.866 M" (73b)- M' 0.866

fafa 5'max B

"
-

5"
a •

max B
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Las eruaciones (73, 73a, 73b) expresan 1a deformaei6n de la losa
funci6n del grado de empotramienro de la losa con iderada y sus

maxima .

En la misma forma e puede tratar et emporramiento elastico de los bor­
des «b»� «0> y «d» de la losa con iderada.

Antes de calcular los alore numericos de las rigideces nraximas hay que
analizar un poco mas. profundamente la superficie elastica de la losa cargada
con un cierto memento unitario al borde.

Si nuestros tre puntos de referencia fueran siempre suficientes para de­
finir en forma preei a Ja di tribuci6n de los mementos del borde, las rigideces
podrian obtenerse en forma muy sencilla.

ecma en

rigideces

La rigidez maxima es la rigidez que corre ponde al caso en que los tre la­
dos opuesto al lade considerado estan perfectamente empotrados (vel' Fig. 17)
Y el borde «a» esta cargado con uno de los momentos unitarios correspondien­
tes a «5'», «51!» 6 «5'" J) respectivarnente .

5 .".
,

{q=1 b..c d·
.. c; CI

_L,
, � 2.

.3 b ..;.

fig.I(
Usando las ecuaciones del tipo (18) a (26), haciendo en ellas ql°=O,<Pb=9.=

9d = 0, se puede reducir el nurnero de las ecuaciones ya que en el caso de onda

sirnetrica (5' y 5°) s610 intervendran 10 pun to (b), (3), (c), (5), (6) porque
Ms" = 0, M,' = M,'. Me" = 1Id", lVI/" = lVld"' y M,' = + 1 6l\1,,'''. = + 1.

Para e1 caso de onda antimcirica (5") e ternan la ecuacione para los

puntos (3), (c), (5), (6) ya que Ib' = NIb'/I = 0, 1\10' = -�"1/, N1c" = -l\Jld/l
M /I'

-
- M /I,

c
- d·

Resolviendo etas ecuaciones podremos obtener 10 valores de los mo­

mentes de empotramiento perfecto a 10 largo de los borde «b», «c» y «d».
Si introducimos estos vaJore en las cua iones para<fn'�1,692,del tipo (15),

(16), (17), se obtendran los valores de 9", "'I, �� que tendran la forma:

a
1> = co f. x

2k7T

Como ya rue explicado anteriormente, los alores de �q>>> no iguen exac­

tamente la ley de 10 mementos aplieados, ya que para hacer la obtenci6n
de los valores de «q>>> mas independiente de la in£luencia de la defonnaei6n

egun la tercera arm6ni a, e ealcularon los «5'» y « "» a ba e de la defer-



316 Anales del Instituto de Ingenieros d Chile

ma lone angulare en 10 punto (1) 6 (2) donde u influen ia e igual a cero.

Enton e '05"=0.866
2k?T

x. Coefi iente obtenido en los puntos (1) 0 (2)
a

para la a cion de M,' = + 1 6 M,' = + 1.
Solamente oara «"'» e ca lcula la deformacion en el punto «a».

Lo punto en 10 tercio y en el centro de los lados, donde estudiamos
la deforrna ione angulare, en el a 0 de una a imetrta del diagrarna de mo­

mente muy pronunciada, no son uficientes para definir su ley de var iacion

con ba tante exa titud en este a o.

Cualquier carga obre la 10 a considerada no puede producir una a i­

metria en los mementos de apoyo tan Iuerte como para hacer notal' el error

que e introduce por la con ideracion de 610 tre punto caracteri tico , pero
la co a cambia fundarnentalmente uando querenlos obtener, para ciertos vale­
res de «m», el diagrama exacto de los mementos de empotramiento a 10 largo
de 10 lados laterale de Ia 10 a cargada con un momento al borde.

Para Iorrnar e una idea de 10 que pa a, poderno aprovechar las curvas de

«Mx» indicadas en la Fig. 6, porque los valore de 10' momen tos a 10 largo de

10 apoyos «c» y «ci» son proporcionales a los valores de (aw) de los m is­
ax x=o

mo puntos, que a u vez son aline conla di tribuci6n de 10 «:vI�»segun la Fig. 6.
En 1a Fig. 18 e tan trazado los diagrama de momentos a 10 largo del

borde «0> para me lO, 1.20 y 2.0 )' ubicado los !Junto que corre ponden

a 10 tercios y el centro de cada borde «C», tomando en m=
b

el «a» co-

a

mo constante.

s

a. -----....1 t
""------ 1.2G··------�...

2.0Q---�--------------__�

flg.IO

Como e ve el punto (6) para b < 1.20a todavia esta en la zona deT
maximo del diagrama.

Aurnentando el «rn» el primer punta se desplaza a 10 largo del borde
mas y mas Iuera del maximo de la deformaci6n angular y los mementos «M'»,
«M"» y «]\1"'» que reemplazan la forma real, obtenidos a base de estas delor­

maciones, pierden mas y mas en exactitud.

Para el calculo de los coeficientes de transporte de los mementos esto no

tiene mucha importancia porque nos in teresa no el maximo absoluto del rno­

mento transportado, sino 5610 sus diferentes componentes segun las arrnonicas

que se suman despues con los mementos de la carga sobre la losa misma, los
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cuales casi siempre on mas grandes que los momentos transportados por acei6n
de la carga obre las losas eeinas.

Para el calculo de la rigidez e te efecto no puede despreciarse porque puede
lIevarnos a una conclu i6n ab urda: e ta e que aumentando Iuertemente el va­

lor de «m» se llega a un momento en que la rigidez calculada para la losa sim­

plernente apoyada sera igual a la que corresponde a una losa perfectamente ern­

potrada, 10 cual proviene de que I'=i\!["=M"'=O (segun nue tro puntos de re­

Ierencia), mientras que el diagrama de mementos real en su parte mas impor­
tante para la deformaei6n del borde «a» (ver figura 6), a partir de un cierto va­

lor de «In», no ufre rna alteracion, quedando constante.

Para preci ar hasta d6nde puede di minuirse el valor de la rigidez vamo a

analizar un poco mas el calculo de «5».

La deformacion angular del borde «a» puede obtenerse superponiendo la

defonnaci6n obtenida en 1a losa simplemente apoyada con las influencia de los
mementos en los bordes «c», «d» y «b».

Si ea1culamo en la forma antes indicada los mementos de ernpotramiento
perfecto en la losa cal-gada en el borde «a» con el memento la' = + 1 para varios
valore de «m» se puede no tar que ha ta m=1.25 la influeneia de 10 momentos

«Me» y «lVlj» sobre la deforrnacion del borde «a» van crecienclo, pero a partir
de m> 1.25 empiezan a disminuir primero lentarnente y de pues en forma rna

rapida, sefialando as! que aparte del valor m =1.25 los punto cara terfsticos es­

eogido ya no reflejan la distribucion real de lc 1110111ento.

Entonees para obtener la rigidez «51max� para valore de m> 1.25 ba tara

considerar el valor limite corre pondiente a 111= 1.25 porque para e te valor de

ern» los momentos del borde «b» ya no influyen mas obre la deformaei6n del
borde «a» y los momentos en los bordes «C» y «d» en u parte eereana al borde

«a», que es deeisiva para 1a deformaei6n de el, practicarnente no ufren mayor
alteracion al aumentar el valor de «m».

Para la accion de los mementos fa" = + 1 y 1\1".'" = + 1 (5" y 5111)
este efecto se produce en forma mas rapida que para el memento M", (5') ya
que para m>0.70 se alcanza el limite en que las rigide e maxima correspon­
dientes ya no varian.

hora que el calculo de las rigideee maxima e ta aclarado, podremos cal­

cular sus valores nurncricos para el caso de la losa cuadrada.

Cargando el borde «a» de la 10 a con el momento l\1a' = + 1 Y resolviendo el

sistema de ecuaciones (18), (19), (21), (22) y (23), haciendo en elias

�o = 0 Y 'fb = �c = "'d = 0, se obtiene

"'\ 11' /II

_V1b -

0.0582

0.0177

M' = N1d' - 0.2522c

lYLe" - r,'Id
II

- 0.1764

!\1c'" - MdiII = + 0.0707

y Ia detormacion del borde «a» en 10 ountos «1» 6 «2» egun la e uacione (16) 0
(17) sera

a

(+0.849-0.161 XO.0582- O.540XO.2522-0.1S9 XO.1764-
2 k7T'
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-0.049XO.(707) = 0.672
a

2 k 11'

y
0.866

0.672
- 1.287

a a

E ta rigidez coincide e cactamente con la obtenida anteriorrnente (ver la Iormu­
la 53).

Par la rigideces « /I» y «S'"» ten mos que u ar las ecuacione de m = 0.70

porque el minimo de la rigidez maxima esta ya alcanzado para est valor de «m».

Aplicando e te mi 1110 procedimiento como para ,la obtenci6n de «5'» se

obtiene

1/
a

para « » '?1=- 92 0.393
2klr

S"
- 0.866 2klr

y max: 0.393
2.205

a

S"'
a

y para 4: » e - 0.356
2klr.,.

1 2k7r
'/

'" 2.810-

max 0.356 a

a

2k7r

a

Con la rigidez «5"'» se obtiene qu la rigidez maxima (con relerencia al

punto «a») de la 10 a simplemente apoyada es mas grande que para la rnisma losa
con rre lado empotrados.

Este contrasentido es debido a que la onda central del momento aplicado
«lVl"'» produ e una rotaci6n angular en el centro del lado «a» ca i independiente
de las c ndiciones de apoyos generales y las ondas laterales del momenta produ­
cen en los lados «c» Y «I- momentos de apoyo con I signo po itivo aumentando
a i la d formaci6n del centro del lado «a».

Si introducimos 10 valores obtenidos para
ciones (73), (73a.), (73b.) podremos obtener:

«
1/

» y S"' en las ecua-

I

T

i-fa a 1 - fa a

1\1a'/11.287 fa 2:� 11'
M'a +

2.810 fa 2 k1f

0.866 (1-fo) a 0.866 (i-fa) a
::\ T a"1.287 fa 2 k7r

::\ r a' + 2.205 fa 2 k sr

0.866 (i-fa) a 0.866 (i-f.) a
1\1 II

1.287 fa 1\1 '
-

2 k7r a 2.205 fa 2 h,1r a

0'\
·a

= +

6

2 kro
A i-fa

--a-'?a =+ 0.777 ---Ma' + 0.356fa
2 klr i-fa--a-i'/ = + 0.673 --- Ma' + 0.393fa

i-fa
fa
i-fa

1\1/' . . . . . (74b)
fa

Ma"' . . . . . (74a)
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2k1T"
P2 = + 0.673

a

1-f.
fa

1-f�
Mo' - 0.393

f
M.,"...... (74e)

a

tomando en euenta la condici6n de que

se pueden escribir en forma definitiva las ecuaciones del lado ea» de la losa cua­

drada elasticarnente empotrada.
Para el punta «a» se tendra:

0.777 + 0.203 fn M'. a +
ia

+ 0.067 Mc"-0.014

0.356 - 0.023 fa
fa

10'''+0.287 Md'+0.067 Md"-0.014 Md'"

2 k1T"
--= 0 (75a)

a

Para el punta «1» se tendra :

0.673 + 0.176 fa
fa

M.' +
0.393 + 0.040 fa
-�---:---_;__- ;\1/'+ 0.161

fa
+0.344 Mc'+0.129 1."-0.045 l\1o'''+0.196 d'+0.030 Md"-

2 k1T"
vlO --­

a

= 0 .... . . . . . . . . . (7Sb)

Para el punta «2» se tendra :

0.673 + 0.176 fn
fa

+0.196 lVIc' + 0.030 lVlo"-0.004 ,\10'1/+0.344 :\1/+0.129 i\lJ"-

-0.045 Md'"+ �o = 0 . (75e)
a

En la misma forma se puede e cribir las condi ione

expr adas en funci6n de los grados de empotramiento
10 lados «b», «c» y «d».

La definici6n del grado de empotramiento segun la Iormula f= S
dada

+ max

par Hicl erson que hasta ahora fue u ada como ba e para la derivaci6n de f6r-

mulas (68) - (73) tiene inconvenientc de orden practice que con i ten en que para
el calculo de «

ura x
» e nece ita alcular las deformacione en un istema hiper­

estatico (viga empotrada en cl lado opue to 0 losa empotrada en u tres co­

tado etc.).
Anal izando la derivaci6n de Iorrnula de Hickel' on en la Iorrna que he­

rna propuesto (vel' Iorrnulas 63-7l) podemos Iacilrnente e tablecer la alidez
Ie la soluci6n del problema para el ca 0 en que expre erno el grado de empo­
trarnienro «[» en lunci6n de � min» en vez de «Sma,,» del elemento considerado,
es clecir aceptando para «[» el valor

de empotramiento ela tieo

(.." ic I «[;» para

f =

S
. . . . . . . _ . . . (76)
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Para el caso de vigas esta UpOSI ion modifica la rigidez de la iga adyacente
I

» en vez de «4 E
[
I

»

I

(69) , (70) (71) para esta nue :l def ini-

xpresandola por la formula «3 E

Si analizamos las formula (68)
ei6n de «[» obtendremos la iguiente rela ione :

Ma +
fn

lVr B.-

2

12 I
5 - +

4-fa
E

(68a)

(6 <;a)

34 (4-j43) + 2

4 -·f34

(4-34) + 2 Cf34 (l-f,)
4 f f J43
-

H • ·13
(71a)

,

que mue tran una cierta ventaja en omparacion con las formula obtenidas pOl'
Hickerson.

La expresion del coeficiente d transporte (C.O.) del momenta se simplifica
en tal Iorma que ya no nee ita tabulacion, aderna la operaciones con «f34 .f�3»
son siempre mas faciles que con «(1-134) (l-j43)>>

Haciendo un ejemplo de calculo u ando las formulas de Hicker on y las f6r­

mulas (68a.) a (71a.) se puede verificar la ab oluta coincidencia entre si de valores

obtenidos n ambos casos.

Para el calculo de losas esta modificaci6n, que a primera vista parece influir

muy poco, acorta en 3 - 4 veces el trabajo de tabulaci6n, in afectar la exactitud.
La introduccion del <,SOlin» aumenta (con excepci6n de ,,1'"1» un poco los va­

lores posibles de <<f» (anotados anteriormente para las losas de igual espe or) que
tienen ahora los valores:

r - de 0.441 hasta 0.611

J" - d· 0.495 has ta 0.531

I" = de 0.484 ba ta 0.5eO

sin alterar notablelnentc, como puede observar e, la diferencia entre los va-

Jores extremos.

Introduciendo cl term-no de «� . » en las ecuaciones (73), (73a.), (73b.)
n.i n

Sf' obtienen los siguientes valorcs para «c.t ", «<;-lA» Y '<;>2
\ ),:

;\1,.' +
1 - fa

j. 5"1e min B
i\I a' II

1 - fu

1 - fa 1 - I,

-f-S-'
-- i\1u' + 0.866 -f-<':-'1/--.1 ..J mln I!

.1 rnm B

M II
jv a

�2A -- + 0.8(j6
1 - fa

0866-,-.-5-,-,---1\1/ - .

JOt "- 111in II

1 -f,
1\1.,"
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Los valores de las rigideces rninimas (5', 51', 5'"), que corresponden a las
de 10 as simplemente apoyadas en todo su con torno, no necesitan del calculo espe­
cial heeho anteriorm nte para "Smax" y pueden obtenerse directamente usando

tablas I, 2 y 3 por medio de los coeficientes «a-t' a2" Y a/"" sabiendo que

5'min -

1
5"min -

0.866 '" i

0.2"
in in -

Para el ca 0 de la losa euadrada las rigideces son:

a

2k71'
S"min =2.00 --­

a

III
2k71'

5 min =3.00
a

'm:n = 1.020

con e tos valor s de rigid ces las ecuaciones (74a.) (74b.) Y (74c.) toman la

forma

2k71'
If
A 1-fa 1-f.

iV!�"'- + 0.98� :\'I a' + 0.333
faa faa

2k7T'
y/\

1-f" i-fa
1
"

- + 0.849 i\1 ' + 0.433 1 a

fa
a

faa

2k71'
'l'2A 1-fa

::vra' 0.433
1-f"

:\1a"- + 0.849
fa faa

y en forma definitiva la ecuaciones (75a.) (75b.) , (75e.), se modifican por las

f6rmulas siguientes:
Para el punto «a»

+
0.980

fa
0.333

:vI alii + 0.186 Mb' + 0.287 1\10' + 0.067 Nrc" -

0.014 Me'!! + 0.287 i\1,/ + 0.067 Mi' - 0.014 M/" + Ifao =0
a

Para e1 punto «1»

+
0.849

fa
i\1/+

0.433

fa
M,' + 0.161

Para el punto «2»

+
() .849

fa

0.433

fa
2k71'

+0.030 iVlc"-0.004 1\10'''+0.344 i\1/+0.129 :\I/'-O.04S1\1d"'+1f2o --- =0
a

etc. para los lades «b», «c y I'd».

En Jas siguicntes paginas estan dada Sill entrar en mayores detalle: las ecua­

ciones de estc tipo para m = 0.50; 0.60; 0.70; 0.80; 0.90; 1.00 que se obtuvieron

aplicando cl m ismo proceclirni nto.



b
m = - = 0 �o.-

a

srSTEMA DE ECUACIONES PARA LA LOSA ELASTICAMENTE EMPOTRADA

Punto
I

I\la' ]\Ia" ]\[(1'" Mb' Mh" Mb'" Mo' iVle" l\,r0'" Mol' M. II M "' "(0.! d
- - .

0.794 0.333 2 k"
a +--- 0 +--- + 0.310 0 + 0.022 + 0.068 + 0.003 0 + 0.068 + 0.003 0 + 'Pao.-- = 0

fa fa a
---- --_.. --

0.688 0.-+2-l
1 +--- +-- 0 + 0.268 + 0.080 0 + 0.130 + 0.016 - 0.002 + 0.030 0 0 + ,,(,0. = 0

fa fa
..

---- - ---- -_.- -�--- ---- ---

0.688 o 424
2 + ---- 0 +0.268 - 0.080 0 + 0.030 0 0 + 0.130 + 0.016 - 0.002 + r;/. = 0..

fa fa
----- --- ---- --_, .-

0.794 0.333
b + 0.3\0 0 + 0.022 + 0 + + 0.068 --0.003 0 + 0.068 - 0.003 0 + <pbo. ..

= 0
fb fb

- --- --- ---- ---- - --- ---

0.688 0.424
,

+ 0.268 + 0.080 0 +-- +--- 0 + 0 130 - 0.016 - 0.002 + 0.030 0 0 + _0 = 0o <p.. . ..

fb fb

0.688 0.424
4 + 0.268 - 0.080 0 + ---- 0 + 0.030 0 0 + 0.130 - 0.016 - 0.002 + <;>,0. ..

= 0

jb fb
----- ---- ----- --- ------ -----

0.500 0.167
c + 0: 194 + 0.1·13 - 0.072 + 0.194- + 0.143 - 0.072 +--- 0 +-- + 0.010 0 0 + �eo. ..

= 0
fe fe

_.-
--- ---- --- - --- ----

0.433 0.216
5 + 0.1.).8 + 0.097 - 0.041 + 0.201 + 0.172 - 0.108 + ---- 0 + 0.009 0 0 + <pt. ..

= 0
fe Ie

----
---- ---

0.433 0.216
6 + 0.20! +0.172 - 0.108 + 0.1'+8 + 0.097 - 0.0-l1 +-- +-- 0 + 0.009 0 0 + t;�o. "

= 0
fe f,

---- --- ---
--- --

o. sco 0.167
d + O. 19-1 -0.14� - 0.072 + O. 19� - 0.143 - 0.072 + 0.010 0 0 +-- 0 +--- + <pJn ..

= 0
1'1 f. ...

_. ---- ---- --- --- --- ---

0.433 0.216
7 + 0.148 - 0.097 - 0.0-11 + 0.201 -0.172 - 0.108 + 0.009 0 0 +-_. ---- 0 + <pao. ..

= 0
Ie! f..

---- ------ _. ---- --- -_-- -_- -_- ------

0.433 0.216



Punto Ma' 1\1a" Mall' ;lib' Mb" Mb'" Mo' Mo" 1\10'" M/ M" Md'" �o• U
--_- ----- -

,

-

0.865 0.333 2 k'lt
a +-- 0 + + 0.303 0 +0.011 + 0.112 + 0.008 0 + 0.112 + 0.008 0 + "",0.-_- = 0

fa fa a
- ------

0.749 0.430
1 +--- + 0 + 0.262 + 0.055 0 + 0.183 + 0.032 - 0.006 + 0.059 + 0.002 0 + flo. "

= 0

fa fa
--- ----

0.749 0.430
2 + ---- 0 + 0.262 - 0.055 0 + 0.059 + 0.002 0 + 0.183 + 0.032 - 0.006 + �,o. "

= 0
fa fa

0.865 0.333
-

b + 0.303 0 +0.011 + 0 + + 0.112 - 0.008 0 + 0.112 - 0.008 0 • + fbo, "
= 0

fb fb
---

---

0.749 0.430
3 + 0.262 + 0.055 0 + +-- 0 + O. 183 - 0.032 - 0.006 + 0.059 - 0.002 0 + �3o. "

= 0
fb jb

---

0.749 0.430
4 +0.262 -- 0.055 0 +--- - 0 + 0.059 - 0.002 0 + O. 183 - 0.032 - 0.006 + f.o, "

= 0
jb jb

---

0.600 0,200
c + 0.234 + 0.133 - 0.055 + 0.234 + 0.133 - 0.055 +-- 0 +-- + 0.027 0 0 + �oo. "

= 0
f. fo

._--- - -

0.520 0.260
5 + 0.180 + 0.085 - 0.028 + 0.242 + 0.175 - 0.095 + - 0 + 0.023 0 0 + f6o. "

= 0
f. fo ,

--

0.520 0.260
6 + 0.242 + 0.175 - 0.095 + 0.180 + 0.085 -- 0.028 +-- + 0 + 0.023 0 0 + q>r;0. "

= 0
fo f.

-----

0.600 0.200
d + 0.234 - 0.133 - 0.055 + 0.234 - O. 133 - 0.055 + 0.027 0 0 + 0 + + �do. "

= 0
fd fb

0.520 0.260
7 + 0.180 - 0.085 - 0.028 + 0.242 - 0.175 - 0.075 + 0.023 0 0 +-- - 0 + �o. "

= 0
jd fd

- -

0.520 0.260
8 +0.242 - 0.175 -- 0.095 + 0.180 - 0.085 - 0.028 + 0.023 0 0 + +-- 0 + f,t. "

= 0
f" 1<1



m = - = 0,70 SISTEMA DE ECUACIONES PARA LA LOSA ELASTICAMENTE EMPOTRADA
a

Punto NIa' Ma" IVIa'" NIb' M.b" MI>'" M' M." lYle'" Mu' Mo" Mill 9°e .,
--- ----

0.914 0.333 2k1t
a + 0 +-- + 0.282 0 + 0.005 + 0.161 + 0.017 0 + 0,161 + 0.017 0 + �". = 0

fa fa a
---- -

0.792 0.432
1 + + 0 + 0.244 + 0.036 0 + 0.233 + 0.052 -0.012 + 0.093 + 0.005 0 + 9,°· "

= 0
fa fa

- -_.

0.792 0.432
2 + - 0 + 0.244 - 0.036 0 + 0.093 + 0.005 0 + 0.233 + 0.052 - 0.012 + !If'o. = 0"

fa fa
- ----- -- "

0.914 0.333
b + 0.282 0 + 0.005 +-- 0 + + 0.161 - 0.017 0 + 0.161 - 0.017 0 + !lfbo. ..

= 0
fb Ib

-

--

0.792 0.432
3 + O. 2-!4 + 0.036 0 + +--- 0 -+- 0.233 - 0.052 -- 0.012 + 0.093 - 0.005 0 + "'3°. "

= 0
fb Ib

0.792 0.432
4' + 0.24'11 - 0.036 0 + ---- 0 -I- 0.093 - 0.005 0 + 0.233 - 0.052 - 0.012 + '1(.0. = 0

jb fb
"

----. -
'-

... 0.698 0.233
� + 0.26·1 -I- 0.117 .- 0.040 + 0.264 +0.117 - 0.040 + 0 + + 0.055 0 0 +�o = 0�

'c . "

fe f.
-- ---- ..

---_.

0.604 0.303
5 + 0.193 + 0.070 - 0.017 + 0.287 + 0.167 - 0.081 +_.- ---- 0 + 0.047 0 0 + !If'o. = 0

f. fe
"

- ---

0.60·! 0.303 I6 + 0.287 + 0 167 - 0.081 + 0.193 + 0.070 - 0.017 + + 0 + 0.047 0 0 + !If&o. ..
= 0

f. f.
-

---

0.698 0.233
d + 0.264 -- 0.117 - 0.040 + 0.264 -0.117 - O.O·to + 0.055 0 0 + 0 + + qldo. "

= 0
fd f<l

---- --. --- -----

0.604 0.303
7 +0.193 - 0.070 - 0.01'7 + 0.287 - 0.167 - 0.081 + 0.047 0 0 + ---- 0 + .:» = 0'(7- ..

Id fd
_-_- -

0.604 0.303
8 +0.287 - 0.167 - 0.081 + 0.193 - 0.070 - 0.01'7 + 0 ..047 0 0 +--- +-- 0 + 11;&0. ..

= 0



m = -- = v,ov
a

:SJ:ST.t;MA DE ECUACIONES PARA LA LOSA ELASTICAMENTE EMPOTRADA

Punta Ma' Ma" iVla'" Mb' Mb" Mb'" I
M .' 1\1 c" 1\10"1 Mu' M/' Md'" f!(0

-

0.946 0.333
2k"

a + 0 + + 0.253 0 0 + 0.208 + 0.031 - 0.003 + 0.208 + 0.031 - 0.003 + � 0
= 0,. a .fa fa a

------ ----

0.819 0.433
1 + + 0 + 0.219 + 0.022 0 + 0.277 + 0.077 - 0.021 + 0.129 + 0 011 0 + f!(,o. "

= 0fn fa
--- ----

---

0.819 0.433
2 + --- 0 +0.219 - 0.022 0 + 0.129 +0.011 0 +0.277 + 0.077 - 0.021 + "12°. = 0"fa fu

0.946 0.333
b + 0.253 0 0 . . +-- 0 + + 0.208 - 0.031 - 0.003 + 0.208 - 0.031 - 0.003 + f!(bo. = 0"jb fb

0.819 0.433
3 + 0.219 + 0.022 0 +-- + 0 + 0.277 - 0.077 - 0.021 + 0.129 - 0.011 O· + f!(,o. "

= 0
1b ib

---- ---- ----

0.819 0.433
4 +0.219 - 0.022 0 + - 0 + 0.129 -0.011 0 +0.277 - 0.077 - 0.021 + f!('o. ,.

= 0
ib Ib

0795 0.267
c + 0.280 + 0.100 - 0.027 + 0.280 + 0.100 - 0.027 + 0 + + 0.091 0 0 + f!(,o. = 0"

f. f.
----

0.688 o . .1.J.6
5 + 0.201 + 0.054 - 0 011 +0.315 + 0.156 - 0.068 + - 0 + 0.079 0 0 + "1&0. "

= 0
fo f.

----
-- ----

0.688 0.3.J.6
6 + 0.315 + 0.156 - 0.068 + 0.201 + 0.050.1 .- 0.011 + +-- 0 + 0.079 0 0 + '1'00• "

= 0
.

fc 1.
---- -

0.795 0.267
d + 0.280 - 0.100 - 0.027 + 0.280 - 0.100 - 0.027 + 0.091 0 0 + 0 + + 'I'uo. "

= 0
1d fd

--
--- ---- --- ---- -----

0.688 0.346
7 + 0.201 - 0.054 - 0.011 + 0.315 - O. 156 - 0.068 + 0.079 0 0 + --- 0 + f!(7". "

= 0
f.t f..

----

0.688 0.346
8 + 0.315 - 0.156 - 0.068 + 0.201 - 0.054 -0.011 + 0.079 0 0 + +-- 0 -I- q>s'. = 0"

-



b
m = - = 090• SISTEMA DE ECUACIONES PARA LA LOSA ELASTICAMENTE EMPOTRADA

a

Punto Ma' Ma" !V\a'" Mb' NIb" Mb'" Me' M.o" Mo"' Md' 1\1J" l'vI.I'" �D

0.966 0.333 2k7t
a +-- 0 + + 0.219 0 0 + 0.251 + 0.048 - 0.008 +0.251 + 0.0·18 -0.008 + 'l"'D. = 0

fa fa a

0.836 0.433 .

1 + + 0 + 0.190 + 0.014 0 + 0.314 + 0.103 '- 0.032 + 0.164 + 0.020 0 + 91D. "
= 0

fa (a
J

0.836 0.433
2 + -.-- 0 + 0.190 - 0.014 0 + 0.164 + 0.020 0 + 0.314 +0.103 - 0.032 + '12°. ..

= 0

fa fa

0.966 0.333
b +0.219 0 0 +. 0 + + 0.251 - 0.048 - 0.008 + 0.251 - 0.OJ8 - 0.008 + 'Fbo. "

= 0
fb fb

0.836 0.433
3 + 0.190 + 0.014 0 + + 0 + 0.314 - 0.103 - 0.032 + O. I/)4 - 0.020 0 + 9.°· "

= 0
fb fb

0.836 0.433
4 + 0.190 - 0.014 0 + - 0 + 0.164 - 0.020 0 + 0.314 - 0.103 - 0.032 + ,?,D. "

= 0

fb fb

0.889 0.300
c + 0.289 + 0.083 - 0.020 + 0.289 + 0.083 - 0.020 + 0 + + O. 137 0 0 + 11(.0. ..

= 0
10 I.

---

0.770 0.39£J
5 + O. ZOI + 0.041 - 0.006 + 0.334 + 0.143 - 0.056 + -_- 0 + 0.118 0 0 + Cr�o. = 0"

fo fe
----

0.770 0.390
6 + 0.334 + 0.143 - 0.056 + 0.201 + 0.041 - 0.006 + + 0 +0.118 0 0 + 11(6°. ..

= 0
fe fc

0.889 0.300
d + 0.289 - 0.033 - 0.020 + 0.289 - 0.083 - 0.020 + O. 137 0 0 + 0 +-- + <fdo. ..

= 0
/d fd

-
----

,
0.770 0.390

7 +0.201 - O.o·±! - 0.006 + 0.3.H - 0.14.3 - 0.056 + 0.118 0 0 +-- ---- 0 + �o. "
. = 0

t, Id

0.710 0.390



m = -- = l,VV
a

';:'l':>l..c,lVI� UJ:!., .r..vUI\......,lVl�J!,� r.l\.Kl\. LA LU:Si\. l!.rJ.;J\.�lJ\....lJ\.Mr..N l.r, .t..Mt""U1 J:\'hLll\.

Punto Ma' Ma" Ma'll Mb' M.b" Mb'" Mc' Mo" Me'lI Md' Md'I IV1<1'" <po
----- ---- ---- ----

0.980 0.333
I

0
2k"

a + 0 + + 0.186 0 + 0.287 + 0.067 -0.014 + 0.287 + 0.067 -0.01e! + 'l'a? = 0
fa fa a

---- ._-- ----

0.8-l9 0.433
1 +-- +-- 0 + 0.161 + 0.009 0 + O. 3-l4 + 0.129 - 0.045 + 0.196 + 0.030 - O.OO·! + q;lo. "

= 0
fa fa
---_-- ---- -

0.8-l9 0.4'33
2 + ---- 0 + O. 161 - 0.009 0 + 0.196 + 0.030 - 0.004 + 0.344 +0.129 -- 0.045 + 'l',o. = 0"

fa fa
---- ----- ---

0.980 0.333
U + 0.186 0 0 +--- 0 + + 0.287 - 0.067 -0.01e! + 0.287 - 0.067 - 0.014 + 'l'bo. "

= 0
fb fb

--- ---- ---- -- ----

0.849 0.433
3 + 0.161 + 0.009 0 + +--- 0 + 0.344 - 0.129 - 0.045 + 0.196 - 0.030 - 0.004 + 'l'Jo. = 0"

fb jb
----

---- ---- --- ---- --- ----- ---- --- ---- --- ---- -

0.849 0.4.33
4 + O. 161 - 0.009 0 +--- - 0 + 0.196 - 0.030 - 0.004 + 0.344 - 0.129 - 0.Of5 + ".0. = 0"

jb fb
----

---- ------ ----- ---
- --- ---- ---_.- --- ----

0.980 0.333
c + 0.287 + 0.067 -0.OJ4 + 0.287 + 0.067 -0.01-1, + 0 +-- + O. t86 0 0 + - " = 0, .. ,.

f. f.
---- ---- ----- ---- --- ---- ---- ---- --- ---- ---- ----

0.849 0.433
5 + O. 196 + 0.030 - 0.004 + 0.344 + 0.129 - 0.045 +-- - 0 +0.161 - 0.009 0 + 9�o. = 0,.

fe f.
---- ---- --- ---- --- --- -- ---- --- ----- --

0.849 0.433
6 + 0.3·l4 + 0 129 - 0.045 + 0.196 + 0.030 - 0.004 + +--- 0 +0.161 + 0.009 0 + �cu. "

= 0
f. Ie

--_- --- --- ----- ------ ---- ---- ---- --- -_._ ----

o 980 0.333
d + 0.287 - 0.067 - 0.014 + 0.287 -0.067 -0.014 + O. 186. 0 0 +-- 0 +-- + G),ln. ••

= 0
IJ lei

----- --- --- --- --- ---- ----- ---- ------ --- - -- --

0.849 0.433
7 + 0.·196 - 0.030 - 0.004 + 0.344 - 0.129 - 0.045 +0.161 - O.OO() 0 + - 0 + 97°· "

= 0
lei It!

----- --._ -- - ----

0.849 0.433
8 + 0.344 - O. 129 - 0.045 + 0 1196 - 0.030 - 0004 +0.161 + 0009 0 + + 0 +

"
=> 09' . "

, ,
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Los istemas d ecuacione obt nidos nos ofrecen la posibilidad, sabiendo los

srado de mpotramiento y la carga sobre la losa, de deterrninar los momentos

de mpotramiento elastico. Ad mas ellos no sir en tambien para la tabulaci6n de

los oefi iente d transport d los momentos obtenidos hacia las losas descar­

gadas.
Una vez cono idos 10 coeficientes de tran porte, el calculo de las rigideces

«S» en funci6n de los grado de empotramiento tampoco presenta dificultad

alguna.

/


